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前回の復習

前回の復習
前回、こんな式が現れたのを覚えていますか？

ܨ	 ݔ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ܽ cos ݔ݊  ܾ sin ஶݔ݊

ୀଵ

これを、フーリエ級数展開といいましたね。

前回は周期を2ߨで固定していましたが、周期をTとして、そこから求まる基本周波
数を ݂、基本角周波数を߱とすると、

	݂ ݐ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ܽ cos ݊߱ݐ  ܾ sin ݊߱ݐஶ

ୀଵ

߱ ൌ ߨ2 ݂ ൌ
ଶగ

బ

となります。
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前回の復習
そして、このフーリエ級数展開の式

	݂ ݐ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ܽ cos ݊߱ݐ  ܾ sin ݊߱ݐஶ

ୀଵ

のܽとܾをフーリエ係数といいましたね。

フーリエ係数は、前回の周期2ߨ縛りを外すと、

ܽ ൌ
ଶ

బ
 ݂ ݐ cos ݊߱ݐ ݐ݀
బ
మ

ି
బ
మ

ܾ ൌ
ଶ

బ
 ݂ ݐ sin ݊߱ݐ ݐ݀
బ
మ

ି
బ
మ

となります。

複素フーリエ級数展開
とフーリエ変換
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複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
フーリエ級数展開の式は、オイラーの公式ሺ݁ఏ ൌ cos ߠ  ݅ sin ሻから複素フーリエߠ
級数展開として表現することができます。

cos ݊߱ݐ ൌ ଵ

ଶ
݁ఠబ௧  ݁ିఠబ௧ 	, sin ݊߱ݐ ൌ ଵ

ଶ
݁ఠబ௧ െ ݁ିఠబ௧ より、

	݂ ݐ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ܽ cos ݊߱ݐ  ܾ sin ݊߱ݐஶ

ୀଵ は、

	݂ ݐ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ି

ଶ
݁ఠబ௧  ା

ଶ
݁ିఠబ௧ஶ

ୀଵ

	݂ ݐ ൌ ଵ

ଶ
ܽ  ∑ ݁ఠబ௧ܣ  ݁ିఠబ௧ஶܤ

ୀଵ ൌ ∑ ஶܥ
ୀିஶ ݁ఠబ௧

複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
係数ܣ	, 、を求めるにはܤ

ܽ ൌ
ଶ

బ
 ݂ ݐ cos ݊߱ݐ ݐ݀
బ
మ

ି
బ
మ

ܾ ൌ
ଶ

బ
 ݂ ݐ sin ݊߱ݐ ݐ݀
బ
మ

ି
బ
మ

より、

ܣ ൌ
ଵ

ଶ
ܽ െ ܾ݅ ൌ ଵ

బ
 ݂ ݐ ݁ିఠబ௧݀ݐ
బ
మ

ି
బ
మ

ܤ ൌ
ଵ

ଶ
ܽ  ܾ݅ ൌ ଵ

బ
 ݂ ݐ ݁ఠబ௧݀ݐ
బ
మ

ି
బ
మ

となり、

ܥ ൌ
ଵ

బ
 ݂ ݐ ݁ିఠబ௧݀ݐ
బ
మ

ି
బ
మ
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複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
最終的に、次のようになります。

݂ ݐ ൌ  ܥ

ஶ

ୀିஶ

݁ఠబ௧

ܥ ൌ
ଵ

బ
 ݂ ݐ ݁ିఠబ௧݀ݐ
బ ଶ⁄
ିబ ଶ⁄

複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
次に、フーリエ変換への拡張を考えます。

周期T → ∞の極限を考えると、

߱ ൌ ߨ2 ݂ ൌ
ଶగ

బ
より、

	∆݂ → ଵ

ஶ
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複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
	∆݂ → ଵ

ஶ
を利用すると、

ܥ ൌ
ଵ

బ
 ݔ ݐ ݁ିఠబ௧݀ݐ
బ
మ

ି
బ
మ

ൌ ∆݂  ݔ ݐ ݁ିଶగ௧݀ݐ
ஶ
ିஶ より、

ݔ	 ݐ ൌ ∑ ஶܥ
ୀିஶ ݁ఠబ௧

	ൌ lim
బ→ஶ

∑ ∆݂  ݔ ݐ ݁ିଶగ௧݀ݐ
ஶ
ିஶ

ஶ
ୀିஶ ݁ଶగ௧

	ൌ   ݔ ݐ ݁ିଶగ௧݀ݐ
ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ ݁ଶగ௧݂݀ となり、

ݔ	 ݐ ൌ  X ݂
ஶ
ିஶ ݁ଶగ௧݂݀ をݔ ݐ のフーリエ逆変換、

	X ݂ ൌ  ݔ ݐ
ஶ
ିஶ ݁ିଶగ௧݀ݐ をݔ ݐ のフーリエ変換と呼びます。

複素フーリエ級数展開とフーリエ変換
ݔ	 ݐ ൌ  X ݂

ஶ
ିஶ ݁ଶగ௧݂݀ :フーリエ逆変換

	X ݂ ൌ  ݔ ݐ
ஶ
ିஶ ݁ିଶగ௧݀ݐ :フーリエ変換

これまでは、時間の関数ݐとして議論してきましたが、周期関数が位置ݔ(長さの次
元)の関数についても当然そのまま適用できます。

ここからは、X線結晶構造解析において、どのようにフーリエ変換が利用されている
かを見ていきましょう。
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X線結晶構造解析の
原理

X線結晶構造解析の原理
装置

X線発生源X線発生源 回折計回折計 検出器検出器
コンピュー

ター
コンピュー

ター

イメージングプレート
CCD
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X線結晶構造解析の原理
流れ

←ここにフーリエ変換が使われる！

X線結晶構造解析の原理
単結晶は分子が三次元的に規則正しく配列した状態のもののことをいいます。

X線を単結晶に照射すると、ブラッグの条件に従った方向にX線が回折され、結晶
構造を反映したパターンが生じます。

単結晶中では分子が結晶格子という空間的な単位を繰り返す形に配列しており、
その最小単位を単位格子といいます。

入射したX線は、ブラッグの条件と、ミラー指数と呼ばれる結晶面の規則性を反映し
た方向に回折されます。
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X線結晶構造解析の原理
ブラッグの条件

結晶にX線(波長ߣ)を当てると結晶内の原子によって散乱されたX線が干渉して、回
折像(ラウエ斑点)が得られます。

光が強め合う条件は、光路差が波長の整数倍であればよいので、

	2݀ sin ߠ ൌ ሺ݊	ߣ݊ ൌ 1,2,3,⋯ ሻ

となります。

X線結晶構造解析の原理
ブラッグの条件

	2݀ sin ߠ ൌ ߣ݊

ここで、 ݀は結晶面の間隔、ߠはX線の入射面と結晶面の角度です。

ある結晶面からの回折強度だけでは、その結晶面からの情報しか得られないので、
数千個程度の回折面からの情報を総合的に解析することで、その単結晶内のす
べての分子の原子座標を得ることができます。
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X線結晶構造解析の原理
ミラー指数(面指数)

結晶面を考えるためにはそれぞれの結晶面のミラー指数が必要になります。

単位格子は右手系といわれる座標をとり、箱の辺の長さܽ, ܾ, ܿとそれらの間の角度
,ߙ ,ߚ 。で表します。この６個の定数を格子定数と呼びますߛ

X線結晶構造解析の原理
ミラー指数(面指数)

結晶の外形面の方位は ݄	݇	݈ の三つの定数を用いて表します。

݄	݇	݈ と単位格子軸ܽ, ܾ, ܿとの間には結晶面がܽ, ܾ, ܿの各軸と交わる平面を考えた
とき、それぞれの切片がܺ ൌ ܽ ݄⁄ , Y ൌ ܾ ݇⁄ , ܼ ൌ ܿ ݈⁄ によって定義されます。
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X線結晶構造解析の原理
ミラー指数(面指数)

例として、図のようにܽ軸と ܽ 3⁄ , ܾ軸と ܾ 2⁄ , ܿ軸に平行な結晶面を考えると、この面
指数は 3	2	0 となります。

X線結晶構造解析の原理
回折X線の方向は三次元座標で一般的に表現できますが、結晶にX線を当てると、
方向が整数で表記できるような離散的方向にしか回折されません。

回折X線の方向を表す三次元空間(逆格子空間)を考えると、 ݄, ݇, ݈が整数の点(格
子点)においてのみ回折X線が観察されます。
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X線結晶構造解析の原理
各回折X線ܨ ݄݈݇ と単位格子中の原子の座標との間には次のような関係が成り立
ちます。

ܨ	 ݄݈݇ ൌ ∑ ݂
ே
ୀଵ ݁ ଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ

,ݔ ݕ , は分子中の݆番目の原子の座標を表します。この場合は単位格子中にݖ
ܰ個の原子があるということです。

݂は݆番目の原子がどれだけX線を散乱できるかを示すX線散乱能であり、原子散
乱因子と呼ばれます。

ܨ	 ݄݈݇ は構造因子とも呼ばれます。

構造因子 原子散乱因子

X線結晶構造解析の原理

ܨ	 ݄݈݇ ൌ ∑ ݂
ே
ୀଵ ݁ ଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ

この式で注目される点は、どの回折X線ܨ ݄݈݇ をとっても、そこにはܰ番目までのす
べての原子からの情報が伝わっているということです。

つまり、この式の意味は、結晶中のすべての原子の位置ݔ, ݕ , 、が既知ならばݖ
その結晶から回折されるX線はどの方向(どの݄, ݇, ݈)についても、計算で求めること
ができるということです。

しかし、 X線結晶構造解析の目的はその逆です。

結晶にX線を当てて、結晶から回折されるX線ܨ ݄݈݇ を観測し、それに基づいて各
原子の座標ݔ, ݕ , 。を求めたいわけですݖ
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X線結晶構造解析の原理
原子の座標とは、原子核の座標ですが、水素原子を除いて、原子核の位置と原子
内の電子密度の極大点はほぼ一致します。

X線解析で決める原子位置は、実は原子核の位置ではなく、電子密度極大の位置
なのです。

X線結晶構造解析の原理
単位格子中の任意の点 ,ݔ ,ݕ ݖ の電子密度をߩ ݖݕݔ とすると、先ほどのܨ ݄݈݇ に
対して、

ߩ	 ݖݕݔ ൌ ∑ ∑ ∑ ܨ ݄݈݇ ݁ ିଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ
ି


ି


ି

が成立します。

この式を数学的にいうと、

ܨ	 ݄݈݇ ൌ ∑ ݂
ே
ୀଵ ݁ ଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ :フーリエ変換

ߩ	 ݖݕݔ ൌ ∑ ∑ ∑ ܨ ݄݈݇ ݁ ିଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ
ି


ି


ି :フーリエ逆変換

ということになります。
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X線結晶構造解析の原理
ߩ	 ݖݕݔ ൌ ∑ ∑ ∑ ܨ ݄݈݇ ݁ ିଶగ ௫ೕା௬ೕା௭ೕ

ି

ି


ି

この式は、すべての回折X線ܨ ݄݈݇ を観測して、単位格子中の任意の点 ݖݕݔ につ
いてそれらの和をとると、その点 ݖݕݔ での電子密度ߩ ݖݕݔ が求められるということ
を意味します。

ここで、結晶からの回折X線がܨ ݄݈݇ という形で測定できれば何の問題もなく上の
式が使えるのですが、残念ながら測定可能なのは ܨ ݄݈݇ なのです。この二つの
間には次のような関係があります。

ܨ	 ݄݈݇ ൌ ܨ ݄݈݇ ݁ଶగథ

	߶を位相と呼びます。

X線結晶構造解析の原理
X線は電磁波で、波の一種です。前回勉強したように、波を特長づけるものには波
長、振幅、位相がありました。

実験では、波長は一定のものを使うので問題ありません。

また、波の強さ(回折強度)は振幅の二乗に比例するので、振幅の絶対値 ܨ ݄݈݇
は測定することができます。

しかし、位相は知ることはできません。

これを位相問題といいます。位相問題を解決するためにはいくつかの方法があり
ます。これは、今回扱うと長くなりそうなのでパスしましょう。



2014/3/5

15

X線結晶構造解析の原理
さて、位相が正しく求められ、電子密度が得られれば、原子位置の決定が可能に
なります。タンパク質のX線結晶構造解析では電子密度の高い部分をつないでポリ
ペプチド鎖の流れをたどります。

回折強度のデータから初期モデルを作り、次に構造精密化を行います。

タンパク質の原子モデルの評価は、実測(observation)された構造因子(回折X線の
振幅)を ௦ܨ 、モデルから計算(calculation)された構造因子 ܨ を比較することに
よって行われます。

よく使われる指標 ܴ௧は

ܴ௧ ൌ
∑ ி್ೞ  ି ிೌ 

∑ ி್ೞ 

であり、 ܴ௧が0.20
∗
以下であれば、その構造はほぼ間違いないといえます。

Rfree という指標も合わせて評価します (M.S.)

X線結晶構造解析の原理
最後に、この流れをまとめてみてみましょう。

このようにして、X線結晶構造解析は行われます。

ܨ ݄݈݇ ߩ ݖݕݔ

位相問題

ܴ௧による評価
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おわり


